五.  线性方程、矩阵与行列式

        先解复数集(或域)
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同理，计算
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其中，省略矩阵的括号，
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        注意：在
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        例：解联立方程
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        解：由（7）得
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解毕.

        为解三元一次方程，我们引入
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的行列式
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        例：给出
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         解三元一次联立方程：
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在两对方程（7）、（8）和（7）、（9）中消去
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其中
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        注意：在
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         解：前已算   
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故由（12）得
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解毕.

        为解
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或…….矩阵的点积及加法是向量点积及加法的扩张，是函数点积及加法的特例：
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        例：
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        给出
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        例：
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不难证明行列式保乘：对
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故由（26）得
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其中
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                （故行的理论可由列的理论获得）
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由此知：如果三维空间里三列向量共面，或两维空间里两列向量共线，则它们所构成的矩阵的行列式为零.

        现考虑联立方程
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利用矩阵乘积，上式可以写成
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延伸（34），即证（26）及（27），得
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一般地，
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        《游子情》里提到渊明教董仲芬分解行列式，让我们来分解些浅易的.

        例：分解
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        解：想想展开
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其中
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        为飨《游子情》读者，我们再举一例.

        例：分解
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解毕.

         现考虑联立方程（37）：
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                 高斯—约当   
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来对应（42），其中
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叫做（42）的增广矩阵(augmented matrix).易知下面三种“行运算”(row operation)不影响（42）的解：

        
[image: image340.wmf])

(

i

 用非零数量
[image: image341.wmf]a

乘
[image: image342.wmf]B

的一行；

        
[image: image343.wmf])

(

ii

 对换
[image: image344.wmf]B

的两行；

        
[image: image345.wmf])

(

iii

 
[image: image346.wmf]B

 的一行减（加）去
[image: image347.wmf]B

的另一行的数量倍.

        我们可以通过“行运算”将
[image: image348.wmf]B

化为“行简化矩阵”（row reduced matrix）:

        
[image: image349.wmf])

(

i

 非零的行第一个非零元素是1；

        
[image: image350.wmf])

(

ii

零行在非零行的下方；

        
[image: image351.wmf])

(

iii

上方非零行的第一个1在下方非零向量的第一个1的左方. 

        在
[image: image352.wmf])

(

)

(

iii

i

-

中，我们故意不用符号.

        例：解有理数域
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        解：上联立方程的增广矩阵是
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它是下方程的增广矩阵：
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        学问：某地想供水一百万元，供电一千万元.造水一元需用水三角，电两

角；造电一元需用水一角，电四角.问需造水、电若干元？

        学答：以百万元为单位，造水
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上式两边乘以10，得
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故由(44)得
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即造水六百五十万元；造电一千七百七十五万元.答毕.       

        对域
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        例：重解联立方程
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已是（46）的形式.故由（47）知
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从而由（43）得
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