十二.   概率与统计

概率来自赌博及其他“未知”事件的预估．丢骰子，我们猜1，2，3，4，5，6出现的百分率为
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主角子青曾在赌
城拉斯威格斯（Las Vegas）时间：他与未婚妻梅芳白首偕老的机会大，还是赌

大小赢的机会大？这个问题有趣兼可悲．七年后，真相大白，梅芳染上七年之痒，要离开他，能不能白首偕老不再是概率问题，赌大小则仍是概率问题：

        例：掷两个公平的骰子，计算得大、小的机会．

        解：定义概率(probability)或样本(sample)空间(space)
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        证明：回顾集
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        一般的情形可用数学归纳法证． 证毕．

学问：有
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对夫妻，各妻子扔一手帕，成堆，丈夫随意检回，至少有一人

检回妻子扔的手帕的概率是多少？

        学答：设
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则我们说
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        例：掷两个公平铜板，以H表正面，T表背面，则样本空间为：
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因骰子是公平的，故对任一个S的元素
[image: image101.wmf]w

，
[image: image102.wmf]{

}

4

1

)

(

=

w

P

 或：

                    
[image: image103.wmf]4

=

S


及

                    
[image: image104.wmf]S

A

S

A

A

P

Í

=

,

)

(

．                

故

                    
[image: image105.wmf]2

1

4

2

)

(

=

=

A

P

，
[image: image106.wmf]2

1

4

2

)

(

=

=

B

P

， 
[image: image107.wmf]2

1

4

2

)

(

=

=

C

P

，

                    
[image: image108.wmf]4

1

4

)

(

=

Ç

=

Ç

B

A

B

A

P

，
[image: image109.wmf]4

1

4

)

(

=

Ç

=

Ç

C

A

C

A

P

，

                     
[image: image110.wmf]4

1

4

)

(

=

Ç

=

Ç

C

B

C

B

P

，
[image: image111.wmf]0

4

0

)

(

=

=

Ç

Ç

=

Ç

Ç

S

C

B

A

C

B

A

P

．

所以
[image: image112.wmf]C

B

A

,

,

两两独立，但
[image: image113.wmf]C

B

A

,

,

不独立．这说明了三个事件间的关系异于两个事件间的关系．
        概率模型(probability model)建筑在已知的事件上．有时事件
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       习题：用归纳法证
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其中
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        学问：瓮
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我们得想法将条件
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        由上面字里行间的理得：

贝氏法则：设
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前式里，
[image: image167.wmf]1
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        注：贝氏即Rev.Thomas Bayes(1702—1761)．

        回到赌大小上，子青在赌博时凝神注视看和
[image: image172.wmf]X

；它是一个在集
[image: image173.wmf]S

上的实函
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样本空间上的实函数都叫随机变量(random variable)，它与一般函数不同的地方

在于它对应一个概率函数(probability function)
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或
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易证

                   
[image: image191.wmf]=

))

(

(

X

g

E

各
[image: image192.wmf])

(

)

(

x

f

x

g

的和．                                                 （7）

为度量
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易证
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如果我们用
[image: image208.wmf]X

去估计
[image: image209.wmf]a
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叫偏倚或偏度(bias)． 如果我们叫


[image: image211.wmf])

)

((

2

a

X

E

-

为平均误差(mean square error)或矛盾(contradiction)，那么，
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 相当于：

                    平均误差=方差+偏度平方．
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因
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                    矛盾=内在矛盾+外在矛盾．

这观念不具体化时叫矛盾论，具体化以后则叫方差分析(analysis of variance)，非

常重要，这里所点的只是火种．

        下两不等式简单而有用：

马尔可夫(Markov)氏不等式：设
[image: image221.wmf]X

为非负随机变量，则对任意的正实数
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        证明：
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        注：马尔可夫即Andrei Andreevich Markov (1856
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)，他的数学成就

导致随机过程(stochastic process)的诞生．

切贝谢夫(Chebyshev或Tchebichef)氏不等式：设
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        证明：在马尔可夫氏不等式中以
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证毕．

        回到赌大小上，子青的兴趣对应一个概率空间
[image: image246.wmf]S

上的函数
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        学问：分析子青输、赢的机会！

学答：当时赌大小的上限是1000元，而子青从一元赌起，输了加倍再赌．

由于各次扔出的结果相互独立，而每一循环他只能输
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赌别的，
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会随着“赌趣”变，期望（7）也自然地跟着变．

前面随机试验的结果虽然不知，但它对应的概率却已知，或假设已知；统计(statistics)里的概率都是未知或部分未知的.

例：我们对N个个体的某些度量有兴趣，为方便，个体以
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注意
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我们只估计整体平均值(population mean):
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[image: image323.wmf]d

代表操作者(practitioner)作决定的习惯,叫做决定函数(decision function
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因决定
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并用诸样本单位(unit)
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来估计
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    命题1：设
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习题：设
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回想用一、两千人的意见便能相当精确地估计出千万、万万个体的平均意见，令人难不兴奋．这里的“精确”涉及小概率风险及小测量误差，并假设我们严格地按既定的抽样法抽样本，认真地量各样本里的个体，可能需要问题清晰，语文显浅，态度和蔼，立场超然，甚至要挂长途电话及翻山越水．须知抽样法是程序(procedure)，公平寓于诚实的操作过程(process)，抽到这个样本或那个样本的机会都一样，几乎等于0，并不能保证哪一个样本当选．如果不依照给出的抽样法循序进行(run its course)，如何能够奢求得到上述惊人的收

获？我们在这里强调：理论上，我们抽样本而不是抽个体，更不是抽样品．样本及跟随它的决定都是随机的，从而我们可以计算诸决定的平均值、方差、…….实用上抽得的样本在数理统计里无容身之地，但它可以供给我们一些感觉，影响数理统计发展的方向及内容．一、二重和公式等基础公式都只与抽样法相关到各个体，两个体……被抽到机会的和．这样“谈谈想想……”，似乎做博导也不能说不配.抽样法多到不可数，实行家宜在理论与实际中决定用哪一个，切不可怀坚持心态，否则会像别的执着一样，迟早会触发悲剧.
本节表面上在谈概率与统计，实际上在谈赌.《游子情》提到乘总统轮去夏威夷途中，一位老太太问渊明：你不觉得人生是赌博吗？西方人研讨赌博，得概率、统计、游戏等理论，应用十分广．自古到今，有人赌国家、社会；有人赌自己或几个人．让我们抱着“期望”赌摆！每次赌完人生，旁观者的感觉总是像《三国演义》里说的：

    滚滚长江东逝水，浪花淘尽英雄.
是非成败转头空；

青山依旧在，几度夕阳红.
白发渔樵江渚上，惯看秋月春风.
一壶浊酒喜相逢；

古今多少事，都付笑谈中.
英雄去，游子归：

云海天，山水地，白絮逐波，来伴孤飞雁．雁载游子金陵归，夕阳将沉，先染西边艳；

梦回乡，醒欲醉，青颜暗褪，奈何情缕累．新主不认回乡客，花落泥潭，更添相思泪.（摘自《游子情》）

到此，“谈谈想想……”幕落，读者请回头重看我们的秋月春风：“前言后语”.
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