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十.   函数的极限与微分
现在定义函数
[image: image1.wmf]f

在点
[image: image2.wmf]IR

a

Î

沿
[image: image3.wmf]IR

A

Í

的极限

                    
[image: image4.wmf])

(

lim

x

f

l

a

x

®

=

：

给出一个小的标准
[image: image5.wmf]0

>

e

，存在另一个小的标准
[image: image6.wmf]0

)

(

>

e

d

，使每当
[image: image7.wmf]a

x

-

小时（即
[image: image8.wmf])

(

0

e

d

<

-

<

a

x

及
[image: image9.wmf]A

x

Î

时）
[image: image10.wmf]l

x

f

-

)

(

也小（即
[image: image11.wmf]e

<

-

l

x

f

)

(

）．

　　注意必先给出一个小的标准
[image: image12.wmf]0

>

e

，才能找到另一个小的标准
[image: image13.wmf]0

)

(

>

e

d

．如果
[image: image14.wmf])

(

a

f

l

=

，我们说
[image: image15.wmf]f

沿
[image: image16.wmf]IR

A

Í

在
[image: image17.wmf]a

上连续（continuous）．设
[image: image18.wmf])

(

a

f

l

=

，如果变动
[image: image19.wmf]S

a

Î

而
[image: image20.wmf])

(

e

d

可以不依赖于
[image: image21.wmf]a

，我们说
[image: image22.wmf]f

沿
[image: image23.wmf]A

在
[image: image24.wmf]S

上均匀连续（uniformly continuous）；如果变动
[image: image25.wmf]L

Î

f

而
[image: image26.wmf])

(

e

d

可以不依赖于
[image: image27.wmf]f

，我们说
[image: image28.wmf]{

}

L

Î

f

f

沿
[image: image29.wmf]A

在
[image: image30.wmf]a

上等度连续（equi-continuous）．

        类于序列的极限公式仍成立：

        保线性：
[image: image31.wmf])

(

lim

)

(

lim

))

(

)

(

(

lim

x

g

x

f

x

g

x

f

a

x

a

x

a

x

®

®

®

+

=

+

b

a

b

a

；

        保乘： 
[image: image32.wmf])

(

lim

)

(

lim

))

(

)

(

(

lim

x

g

x

f

x

g

x

f

a

x

a

x

a

x

®

®

®

=

；

        保除：
[image: image33.wmf])

(

lim

)

(

lim

)

(

)

(

lim

x

g

x

f

x

g

x

f

a

x

a

x

a

x

®

®

®

=

，
[image: image34.wmf]0

)

(

lim

¹

®

x

g

a

x

．

        上面
[image: image35.wmf]A

代表我们视觉或兴趣的范围．如果
[image: image36.wmf]IR

A

=

，我们将略去“沿
[image: image37.wmf]A

”；

如果
[image: image38.wmf])

,

(

a

A

-¥

=

，我们以
[image: image39.wmf]-

®

a

x

代
[image: image40.wmf]a

x

®

；如果
[image: image41.wmf])

,

(

¥

=

a

A

，我们以
[image: image42.wmf]+

®

a

x

代
[image: image43.wmf]a

x

®

．

        例：求

                    
[image: image44.wmf]4

3

2

3

2

3

lim

2

2

0

-

+

+

+

=

D

®

x

x

x

x

x

．

        解：仿第九节的例做，得
[image: image45.wmf]4

3

-

=

D

，但得先证
[image: image46.wmf]c

c

a

x

=

®

lim

（
[image: image47.wmf]c

为常数）及


[image: image48.wmf]0

lim

0

=

®

k

x

x

，
[image: image49.wmf]L

,

2

,

1

=

k

．给出一个小的标准
[image: image50.wmf]0

>

e

，我们想找另一个小的标准
[image: image51.wmf]0

)

(

>

e

d

，使每当
[image: image52.wmf])

(

0

0

e

d

<

-

<

x

时，

                               
[image: image53.wmf]e

<

-

0

k

x

，                                                                          （1）

即 

                               
[image: image54.wmf]e

<

k

x

，                                                                                （2）

即

                               
[image: image55.wmf]k

x

1

e

<

．　                                                                            （3）

故取

                               
[image: image56.wmf]k

1

)

(

e

e

d

=

，

便得预期的结果：
[image: image57.wmf])

3

(



 EMBED Equation.3  [image: image58.wmf])

1

(

)

2

(

Þ

Þ

．

        极限研讨“接近”，但“接近”的具体化要由目的或感觉来决定．例如接

近一个人要经过围墙或关卡，都会有近在咫尺，远在天涯的感觉；近在咫尺，指的是日常用的欧几里得距离；远在天涯，指的是实际上的距离．同样，两人擦身而过，欧几里得距离曾是零，感觉上的距离却可以超过千里．上面的定义正表示由
[image: image59.wmf]x

转为
[image: image60.wmf])

(

x

f

时，
[image: image61.wmf])

(

x

f

与
[image: image62.wmf]l

的接近度
[image: image63.wmf])

(

e

d

，需由
[image: image64.wmf]x

与
[image: image65.wmf]a

的接近度
[image: image66.wmf]e

来表示；
[image: image67.wmf])

(

e

d

总可以小于
[image: image68.wmf]e

，能否大于
[image: image69.wmf]e

，得由变换
[image: image70.wmf]f

来决定！

        例：
[image: image71.wmf]2

2

)

(

x

c

x

f

c

=

，
[image: image72.wmf])

,

0

(

¥

Î

x


       
[image: image73.wmf])

(

i

  
[image: image74.wmf]c

f

在
[image: image75.wmf])

,

0

(

0

¥

Î

=

x

x

上连续：给
[image: image76.wmf]0

>

e

，则

                    
[image: image77.wmf]e

e

<

-

Û

<

-

2

0

2

2

2

0

)

(

)

(

x

c

x

c

x

f

x

f

c

c


                                                   
[image: image78.wmf]e

<

+

-

Û

0

0

2

x

x

x

x

c


                                           
[image: image79.wmf]e

<

+

-

-

Ü

)

(

0

0

0

2

x

x

x

x

x

c


                                           
[image: image80.wmf]4

)

2

(

2

0

2

2

0

0

2

x

c

x

x

x

c

+

<

+

-

Û

e


                                           
[image: image81.wmf]2

1

2

0

2

0

0

)

4

(

)

2

(

x

c

x

x

x

c

+

<

+

-

Û

e


                                           
[image: image82.wmf])

0

)(

(

]

2

)

4

[(

1

0

2

1

2

0

2

0

>

º

-

+

<

-

Û

e

d

e

cx

x

c

c

x

x

．

        
[image: image83.wmf])

(

ii

 
[image: image84.wmf]c

f

在
[image: image85.wmf])

,

0

(

¥

上不均匀连续：取
[image: image86.wmf]1

=

e

或任意
[image: image87.wmf]0

>

e

．任取
[image: image88.wmf]0

>

d

，我们只

须找
[image: image89.wmf]0

x

及
[image: image90.wmf]x

，使
[image: image91.wmf]d

<

-

0

x

x

，且
[image: image92.wmf]e

³

-

)

(

)

(

0

x

f

x

f

c

c

．取
[image: image93.wmf]2

0

d

+

=

x

x

，则
[image: image94.wmf]d

<

-

0

x

x

及

                    
[image: image95.wmf]e

³

-

)

(

)

(

0

x

f

x

f

c

c



 EMBED Equation.3  [image: image96.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image97.wmf]e

³

-

2

0

2

2

x

x

c


                                            
[image: image98.wmf]e

d

d

³

+

Û

)

4

(

2

0

2

x

c


                                            
[image: image99.wmf]d

d

e

)

4

(

2

2

0

-

³

Ü

c

x

．

        
[image: image100.wmf])

(

iii



 EMBED Equation.3  [image: image101.wmf]{

}

)

,

0

(

¥

Î

c

c

f

在
[image: image102.wmf]0

x

x

=

上不等度连续：取
[image: image103.wmf]1

=

e

或任意
[image: image104.wmf]0

>

e

．任取
[image: image105.wmf]0

>

d

，

我们只须找
[image: image106.wmf]0

,

>

x

c

，使
[image: image107.wmf]d

<

-

0

x

x

，且
[image: image108.wmf]e

³

-

)

(

)

(

0

x

f

x

f

c

c

．取
[image: image109.wmf]2

0

d

+

=

x

x

，则
[image: image110.wmf]d

<

-

0

x

x

及

                    
[image: image111.wmf]e

³

-

)

(

)

(

0

x

f

x

f

c

c



 EMBED Equation.3  [image: image112.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image113.wmf]e

³

-

2

0

2

2

x

x

c


                                            
[image: image114.wmf]e

d

d

³

+

Û

)

4

(

0

2

x

c


                                            
[image: image115.wmf]2

1

0

)

)

4

(

(

d

d

e

+

³

Û

x

c

．

*警报：本节下面非计算的部分较深．
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  许多极限的结果都可以通过微分及幂函数获得，并扩延至复数函数，成为

数学王国中的一支．
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